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پيشگفتار

مقدماتي آوردن فراهم و خمينه ها هندسه با آشنايي پروژه، اين انجام اوليه انگيزه
اصلي هدف راهنما، استاد پيشنهاد با ترتيب اين به بود. ريماني هندسه به ورود براي
محدود فرصت به توجه با تا شد داده قرار [1] متن در پيشروي كارشناسي، پايان نامه
ماحصل كارشناسي، دروس سرفصل در ناموجود هايي پيش نياز مطالعه به نياز و
تحقق و خمينه ها هندسه به ورود براي ابزاري آمدن فراهم بر علاوه پايان نامه، اين
توابع با رابطه در نتايجي مطالعه جهت ابزار اين از استفاده دانشجو، اوليه انگيزه هاي
مشخص * با كه كلماتي انگليسي معادل باشد. ريماني رويه هاي بر هارمونيك

است. آمده واژه نامه در شده اند



چكيده

و بوده R2 از بازي زيرمجموعه Ω هرگاه گوييم همساز تابعي را u : Ω −→ R تابع
تعريف با بعلاوه

،∆u := ∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

گوييم زيرهمساز تابع يك را u علاوه به .∆u = 0 باشيم داشته Ω از نقطه هر براي
طبق است. معروف لاپلاس معادله به فوق، ديفرانسيل معادله .∆u ≥ 0 هرگاه
است. ثابت تابعي همساز كراندار تابع هر ،R2 در ليوويل ي قضيه كلاسيك صورت
روي زيرهمساز تابعي u اگر كه مي كند عنوان قضيه اين قوي تر صورت همچنين
صفحه سهموي خاصيت عنوان به خاصيت اين از است. ثابت تابعي u باشد، R2

مي شود. ياد

ضرب و ديفرانسيلي ساختارهاي داراي كه فضاهايي عنوان به ريماني هاي خمينه در
همساز توابع چون مفاهيمي نتيجه در و تعريف قابل لاپلاس معادلات هستند، داخلي
و ليوويل قضيه درستي نتيجه در هستند. تعميم قابل طبيعي طور به زيرهمساز يا

است. بررسي قابل طبيعي صورت به نيز خمينه ها اين روي بر بيضوي خاصيت

همساز توابع ديفرانسيل، هندسه در پيش نيازهايي مطالعه بر علاوه پروژه، اين در
خواص بررسي و مطالعه به ليوويل قضاياي كلاسيك حالت و ريماني متريك و
اين درستي و مي پردازيم ريماني متريك با صفحه روي بر شكاف قضيه و ليوويل
است. تعريف قابل آنها در قطبي مختصات كه مي كنيم بررسي هايي رويه بر را نتايج
متريك با R2 روي لاپلاس عملگر ليوويل خواص برخي بررسي به علاوه به

۲



f : (0,∞) × [0, 2π] → (0,∞) آن در كه مي پردازيم g = dr2 + f2(r, θ)dθ2

كه طوري به است هموار تابعي
f(r, 0) = f(r, 2π)

limr→0+ f(r, θ) = 0

limr→0+ f ′(r, θ) = 1

تابعي عنوان به عنوان به را z : (a,∞) → (0,∞) تابع ابتدا . f ′(r, θ) ≡ ∂f(r,θ)
∂r و

كه باشد گونه اي به h(r) =
∫ r
α

1
z(s)ds مي كنيم فرض و گرفته نظر در C2 ردة از

صدق Kg ≥ −z′′

z (r) نامساوي در بزرگ كافي قدر به هاي r براي گاوسي خميدگي
و M(u; r) = supθ∈[0,2π] |u(r, θ)| و باشد دل خواهي زيرهمساز تابع u اگر كند.

: باشيم داشته بعلاوه

lim infr→∞
M(u;r)
h(r) = 0

ثابت تابعي بايستي u مي دهيم نشان ماكسيمم اصل و مقايسه قضيه كمك به آن گاه
δ > 0 هر براي و بوده همساز تابعي u و Kg ≥ 0 اينكه شرط به پايان، در باشد.

باشيم داشته

lim infr→∞
M(u;r)
r1+δ = 0

عدد هر براي مي دهيم نشان ماكسيمم، اصل و يائو گراديان تخمين از استفاده با .
.|u(r, θ)| ≤ Cr داريم C مانند ثابت



۱ فصل
خمينه ها هندسه بر مقدماتي

اقليدسي فضاهاي ۱ .۱
رويه هاي ،تعريف R2 فضاي روي ريماني متريك يك معرفي متن اين اصلي هدف
قضيه جمله از رويه ها اين روي همساز توابع خواص از برخي بررسي و ريماني
هدف، اين به پرداختن از پيش اما مي شود. اثبات دوم، فصل در كه است شكاف
استفاده مورد دوم فصل در ديفرانسيل هندسه از كه را قضايايي و مفاهيم از برخي
بعدي، بخش و بخش اين قضاياي از تعدادي مي كنيم. مرور گرفت، خواهند قرار

است. آمده [6] و [4] در قضايا اين تمامي برهان شده اند ذكر اثبات بدون

يك-فرم هاي و برداري ميدان هاي جمله از تعاريف، برخي تا است لازم ابتدا در
كه است ذكر به لازم كنيم،. آوري ياد Rn اقليدسي فضاهاي روي را ديفرانسيل
در كه هستند تعميم قابل نيز هموار خمينه هاي به كلي حالت در مفاهيم اين تمامي

كرد. خواهيم اشاره نيز آن ها از برخي به ادامه



مقدار حقيقي تابع گوييم باشد، نامنفي و صحيح عدد يك k اگر ۱ .۱ تعريف
پاره اي* مشتقات تمام اگر است U در Ck توابع كلاس از f : U → R

∂jf
∂xi1 ...∂xij

و باشند. پيوسته و موجود p ∈ U نقطه هر در j ≤ k مرتبه هاي تمام ازاي به
از f ،k هر ازاي به هرگاه گوييم C∞ تابع يك را f علاوه به fk(U) مي نويسيم

باشد. Ck كلاس

در بردارهايي مجموعه را، p نقطه در TpRn مماس* فضاي ما برداري* حسابان در
مماس بردار يك v اگر علاوه به مي كنيم. معرفي مي شوند، آغاز p نقطه از كه Rn

صورت به v جهت در f مشتق باشد. Rn روي C∞ تابع يك f و باشد، p نقطه در
مي شود: تعيين زير

Dvf = limt→0
f(c(t))−f(p)

t = d
dt

∣∣∣
t=0

f(c(t))

در p =
(
p1, . . . , pn

) نقطه از گذرا خط c(t) =
(
p1 + tv1, . . . , pn + tvn

) آن در كه
داريم زنجيري قاعده طبق به علاوه است. Rn در v =

〈
v1, . . . , vn

〉 جهت

Dvf =
∑n

i=1 v
i ∂f
∂xi (p)

يعني لايبنيتز*، قاعده در كه را D : C∞
p → R خطي نگاشت هر كلي حالت در

D(fg) = (Df) g(p) + f(p)Dg

جهتي مشتق هر تعريف اين طبق مي ناميم. p در نقطه اي مشتق يك را كند صدق
نقطه اي مشتقات تمام برداري فضاي اگر لذا است. p در نقطه اي مشتق يك p در

طوري كه به است موجود ϕ مانند نگاشت يك دهيم، نمايش Dp (Rn) با را p در

ϕ : Tp (Rn)→ Dp (Rn)

v 7→ Dv =
∑

vi
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

۵



ايزومورفيسم* يك بالا تعريف با ϕ : Tp (Rn)→ Dp (Rn) نگاشت ۱ .۱ قضيه
است. برداري فضاهاي

ايزومورفيسم تحت را Tp (Rn) مماس فضاي مي توانيم ما گزاره، اين نتيجه در
بگيريم. نظر در يكي p نقطه در نقطه اي مشتقات فضاي با Tp (Rn) ' Dp (Rn)

بود. خواهند پاره اي مشتقات همان برداري، فضاي اين پايه هاي علاوه به

نگاشت يك Rn از U باز مجموعه زير روي X برداري* ميدان يك ۲ .۱ تعريف
Tp (Rn) مماس فضاي در مماس بردار يك p نقطه هر به طوري كه به است U روي

مي دهد. نسبت

يك با را U روي برداري ميدان هر مي توانيم فوق بحث به توجه با عبارتي به يا
بگيريم. نظر در متناظر زير شكل به ستوني ماتريس

X =
∑

ai ∂
∂xi ←→


a1

...
an


هموار تابع هر ازاي به باشد، Rn روي برداري ميدان يك X اگر ۳ .۱ تعريف

مي كنيم: تعريف p ∈ U هر براي را Xf نگاشت Rn روي f

(Xf)(p) = Xpf

فضاي دوگان* صورت به p نقطه در را Rn كتانژانت* فضاي ۴ .۱ تعريف
T ∗
p (Rn) با را آن و مي كنيم تعريف (TpRn

)∨ يعني ،p نقطه در مماس فضاي برداري
مي دهيم. نمايش

را Rn روي ديفرانسيل* ۱-فرم يك Rn روي برداري ميدان يك تعريف موازات به
مي كنيم. تعريف

نگاشت يك Rn از U باز مجموعه زير روي ديفرانسيل ۱-فرم يك ۵ .۱ تعريف

۶



مي دهد. نسبت را T ∗
p (Rn) فضاي از هم بردار* يك p نقطه هر به كه است ω مانند

ω : U →
⋃
p∈U

T ∗
p (Rn)

p 7→ ωp ∈ T ∗
p (Rn) .

صورت به U روي df ديفرانسيل ۱-فرم يك f : U → R مانند C∞ تابع هر ازاي به
مي باشد. تعريف قابل زير

(df)p
(
Xp

)
= Xpf

مي گوييم. f ديفرانسيل df به

صورت اين در باشد Rn روي استاندارد مختصات x1, . . . , xn اگر ۱ .۱ گزاره
براي پايه يك تشكيل

{(
dx1

)
p
, . . . , (dxn)p

}
مجموعه p ∈ Rn نقطه هر در

Tp (Rn) براي
{
∂/ ∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂/ ∂xn|p

}
پايه دوگان* پايه اين كه مي دهد T ∗

p (Rn)

است.

Rn از U باز مجموعه زير روي C∞ تابع يك f : U → R اگر ۲ .۱ گزاره
داريم: باشد،

df =
∑ ∂f

∂xidx
i

را Rn مماس فضاي عضو هر مي توانيم كه مي گويد ما به اينكه بر علاوه ۱ .۱ گزاره
فضاي مفهوم براي تعميم يك بنويسيم؛ پاره اي مشتقات از خطي تركيب صورت به
دقيق تر طور به آن را بعدي بخش در كه مي كند پيشنهاد را هموار خمينه هر به مماس

كرد. خواهيم تعريف

هموار خمينه هاي ۲ .۱
خمينه ها* هندسه مفاهيم برخي مختصر طور به تا مي كنيم تلاش بخش اين در
مورد شكاف قضيه اثبات براي آينده فصل در كه را مقدماتي ريماني* هندسه و

۷



بخش در كه مفاهيمي از تعميمي علاوه به و كنيم. معرفي مي گيرند، قرار ما استفاده
دهيم. ارائه شد مطرح گذشته

است توپولوژيك* فضاي يك هموار خمينه يك شهودي طور به و كلي حالت در
اين از البته ما منظور دارد. شباهت اقليدسي فضاي يك به موضعي* طور به كه
p ∈ M هر ازاي به ϕp : Up → Rn ديفئومورفيسم* نگاشت هاي وجود شباهت،
يك (Up, ϕp) مرتب زوج هر به باشد. p نقطه حول باز همسايگي يك Up كه است.

مي شود. گفته M روي چارت*

D مثل خطي نگاشت يك p ∈ M نقطه در نقطه اي مشتق يك ۶ .۱ تعريف
صدق D(fg) = (Df)g(p) + f(p)Dg. يعني لايبنيز رابطه در كه است R به M از

. مي كند

مشتقات تمام فضاي برابر را TpM مماس فضاي p نقطه هر براي ۷ .۱ تعريف
مي كنيم. تعريف M روي نقطه اي

كه داد نشان مي توان باشد، M روي p حول موضعي مختصات يك (x1, ..., xn) اگر
مي دهد. TpM مماس فضاي براي پايه يك تشكيل {∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn} مجموعه

ميدان يك روي V مثل برداري فضاي داخلي*، ضرب فضاي يك ۸ .۱ تعريف
گفته داخلي ضرب آن به كه 〈·, ·〉 : V × V → R ضرب عمل يك همراه به است R

است: زير خواص داراي و مي شود
〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉 .۱

〈αv,w〉 = α〈v, w〉 .۲
〈v, w〉 = 〈w, v〉 .۳

.v = 0 كه است برقرار حالتي در تنها تساوي كه 〈v, v〉 ≥ 0 .۴

(M, g) مرتب زوج يك صورت به را ريماني خمينه يك ديفرانسيل، هندسه در
در TpM مماس فضاي روي g داخلي ضرب يك و M هموار خمينه يك از متشكل

۸



توجه با كه . gp : TpM × TpM → R يعني مي كنيم تعريف M خمينه از p نقطه هر
صورت به TpM هر روي | · |p : TpM → R نرم* تابع يك داخلي، ضرب اين به
روي نرم اين توسط شده تعريف متريك به كه مي شود. تعريف |v|p = √

gp(v, v)

مي شود. گفته ريماني* متريك مماس، فضاهاي

مي ناميم. M مماس* كلاف را TpM مماس فضاهاي مجزاي اجتماع ۹ .۱ تعريف

TM :=
∐

p∈M TpM

در TpM برداري دوگان را T ∗
pM خطي فضاي p ∈M هر براي ۱۰ .۱ تعريف

اجتماع موازي، طور به همچنين مي گوييم كتانژانت فضاي آن به و مي گيريم نظر
مي ناميم. كتانژانت* كلاف را T ∗

pM مماس فضاهاي مجزاي

هر به را ديفرانسيل هاي ۱-فرم و برداري ميدان هاي مفاهيم تعميم مي توانيم حال
كنيم. ذكر M هموار خمينه

يك M روي برداري ميدان يك باشد، هموار خمينه يك M اگر ۱۱ .۱ تعريف
مماس بردار يك p ∈ M نقطه هر به كه است X : M → TM مثل هموار نگاشت

مي دهد. نسبت TpM در

دوگان شكل به ديفراسيل، ۱-فرم مفهوم M هموار خمينه براي ۱۲ .۱ تعريف
هموار نگاشتي ديفرانسيل، ۱-فرم هر يعني مي شود. تعريف برداري ميدان مفهوم
نسبت T ∗

PM در هم بردار يك p ∈ M نقطه هر به كه مي باشد ω : M → T ∗M مثل
مي دهد.

و است M روي ديفرانسيل ۱-فرم يك df ديفرانسيل نگاشت هر فوق تعاريف با
روي برداري ميدان يك ∂/∂xi نگاشت هر ، x1, . . . , xn موضعي مختصات هر براي

مي باشد. M

۹



(T ∗M مماس (كلاف TM مماس كلاف روي هموار* برش يك ۱۳ .۱ تعريف
داريم p هر براي كه است (s : M → T ∗M) s : M → TM مثل هموار نگاشت يك

.(sp ∈ T ∗
pM) sp ∈ TpM

(T ∗M → M) TM → M كلاف روي هموار* قاب يك ۱۴ .۱ تعريف
كه طوري به است، (T ∗M) TM روي S1, . . . , Sr هموار برش هاي از گردايه اي
TpM مماس فضاي براي پايه يك تشكيل s1p, . . . , s

n
p مجموعه ، p نقطه هر در

بدهد. (T ∗
pM)

df : M → T ∗M شكل به را f ديفرانسيل f : M → R هر براي ۱۵ .۱ تعريف
مي كنيم. تعريف

داريم {
x1, . . . , xn

} مختصات با مختصاتي، چارت هر در كه داد نشان مي توان

dfp :=
∂f
∂xi (p)dx

i
∣∣∣
p

. dfp(v) := vf ∀v ∈ TpM

(M, g) اگر بپردازيم. ريماني خمينه يك روي اتصال* تعريف به مي توانيم حال
اتصال يك باشند، M روي برداري ميدان هايي Y و X و باشد، ريماني خمينه يك

است. TM يعني M مماس كلاف روي نگاشت يك ∇ آفين*

M روي هموار برداري ميدان هاي تمام مجموعه X(M) اگر ۱۶ .۱ تعريف
شكل به را آفين اتصال

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

(X,Y ) 7→ ∇XY

باشد زير خواص داراي ∇ طوري كه به مي كنيم تعريف
∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z -۱

∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ -۲
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∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY -۳
در Xf از ما منظور علاوه مي گوييم.به X به نسبت Y كواريانت* مشتق ∇XY به

، f هموار تابع و X برداري ميدان ازاي به نقطه هر

Xf(p) := DXp

∣∣
p
f

است.

تعريف و كنيم، فرض ريماني خمينه يك اقليدسي، متريك با را Rn اگر مثال طور به
كنيم

(∇YX)p = limh→0
Yp+hXp−Yp

h ∀p ∈M

است. كواريانت مشتق يك عادي، جهتي مشتق
خاصيت دو داراي كه دارد وجود يكتا اتصال يك (M, g) ريماني منيفلد هر براي

است. زير
∇XY −∇YX = [X,Y ] تقارني*؛ -۱

Z〈X,Y 〉g = 〈∇ZX,Y 〉g + 〈X,∇ZY 〉g متريك*؛ با سازگار -۲
مي شود. گفته لوي چيويتا* اتصال اتصال، اين به كه

شكل به كه است لي* براكت [·, ·] از ما منظور تعريف اين در

[X,Y ]f = X(Y f)− Y (Xf)

ضرب عمل يك لي براكت واقع در مي شود. تعريف M روي f ∈ C∞ هر براي
است. برداري ميدان هاي برداري فضاي روي لي

∇ لوي چيويتا اتصال همراه به ريماني خمينه يك (M, g) اگر ۱۷ .۱ تعريف
ريماني هسين* Y و X برداري ميدان هاي و f :M→ R حقيقي تابع براي باشد،

يعني مي كنيم. تعريف *۲-تنسور ميدان يك صورت به را f

Hess f(X,Y ) := X(Y f)− (∇XY ) f = 〈∇X grad f, Y 〉
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TpM → TpM خطي تابع يك شكل به ريماني هسين تعريف براي ديگر روش يك
آن در كه است. M از p نقطه هر در

.Hessv f = ∇v grad f

. v ∈ TpM و p ∈M هر براي

صورت اين در باشد TM مماس كلاف روي *موضعي قاب يك (Ei) اگر همچنين
(قاب هاي كنيم باز قاب اين اعضاي حسب بر را ∇Ei

Ej برداري ميدان هر مي توانيم
پايه يك تشكيل مماس فضاي براي نقطه هر در كه هستند برداري ميدان هاي هموار

يعني . مي دهند)

∇Ei
Ej = Γk

ijEk

اين طبق مي شود. گفته ∇ كريستوفل* ضرايب . Γk
ij : U → R هموار توابع به

بر ريماني هسين M روي ϕ = (x1, ..., xn) موضعي مختصات هر براي تعريف،
شكل به كريستوفل ضرايب حسب

Hess f = f;i,jdx
i ⊗ dxj :=

(
∂f

∂xi∂xj − Γk
ij

∂f
∂xk

)
dxi ⊗ dxj

مي شود. تعريف نيز
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۲ فصل
با رويه هايي براي شكاف قضيه

ناصفر گاوسي خميدگي

R2 روي ريماني متريك ۱ .۲
فضاي به را خود توجه بخش اين در اول، فصل در شده گفته مطالب از استفاده با
نتايج آينده بخش هاي در سپس و مي كنيم معطوف ريماني رويه هاي و R2 اقليدسي

كرد. خواهيم مطرح رويه ها اين روي همساز توابع با رابطه در را نظر مورد

خانواده هايي بگيريد. نظر در (r, θ) قطبي* مختصات همراه به را R2 اقليدسي فضاي
به مي كنيم معرفي R2 روي را g = dr2 + (f(r, θ))2dθ2 داخلي هاي ضرب از
داراي كه باشد هموار تابعي f : (0,∞) × [0, 2π] −→ (0,∞) آن در طوري كه

است: زير خواص
f(r, 0) = f(r, 2π) -۱
limr→0+ f(r, θ) = 0-۲



limr→0+ f ′(r, θ) = 1 -۳
است. r به نسبت f ديفرانسيل f ′ از ما منظور اينجا در علاوه به

TpR2 مماس فضاي براي را ∂
∂y و ∂

∂x پايه هاي اگر قبلي، بخش تعاريف به توجه با
در اينكه به توجه با بدهيم. نمايش j و i با ترتيب به را آن ها و بگيريم نظر در
زنجيري* قاعده از استفاده با و y = rsinθ و x = rcosθ داريم قطبي مختصات

داشت خواهيم مشتق
∂
∂r = x√

x2+y2
i+ y√

x2+y2
j, ∂

∂θ = −yi+ xj

دهيم: قرار اگر طرفي از

vj = aj
∂
∂r + bj

∂
∂θ , j = 1, 2

داشت خواهيم R2 از p نقطه هر در صورت اين در هستند، TpR2 اعضاي v2 و v1 كه

(dθ)p(vi) = bi ، (dr)p(vi) = ai

محاسبه زير صورت به بالا تعريف با gp داخلي ضرب R2 از نقطه هر در نتيجه در
مي شود:

gp (v1,v2) = a1a2 + b1b2(f(r, θ))
2

gp داخلي ضرب صورت اين در f(r, θ) = r دهيم قرار اگر فوق تعريف به توجه با
برداري فضاهاي كانوني* ايزومورفيسم تحت R2 داخلي ضرب همان نقطه هر در

بود. خواهد TpR2 و R2

خمينه يك به gp داخلي ضرب يك كمك به را R2 برداري فضاي صورت اين در
كرديم. تبديل ريماني

علاوه به است. بعدي دو ريماني خمينه يك ريماني* رويه يك كه گفت مي توان
تعريف بالا در كه g ريماني متريك با ريماني رويه هاي مهم ذاتي* خاصيت يك

مي شود محاسبه زير طريق به آنها گاوسي* خميدگي كه است اين است؛ شده

Kg(r, θ) = −f ′′(r,θ)
f(r,θ)
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رويه ها روي همساز توابع ۲ .۲
گراديان* (M, g) ريماني رويه روي u : M → R هموار تابع براي ۱ .۲ تعريف

باشيم داشته طوريكه به است M روي ∇ برداري ميدان u

g(∇u,X) = ∂Xu

باشيم داشته p نقطه هر در كه معنا اين به

gp
(
(∇u)p, Xp

)
= (∂Xu) (p)

به قبل بخش در شده تعريف داخلي ضرب با R2 روي گراديان ميدان ما، بحث در
است: محاسبه قابل زير شكل

∇gu = ∂u
∂r

∂
∂r +

1
f2

∂u
∂θ

∂
∂θ

گراديان ديورژانس* توسط اقليدسي فضاهاي روي لاپلاس* عملگر كلي حالت در
مختصات در مي شود. داده نمايش ∇2 توسط كه مي شود. تعريف هموار تابع يك
هر به نسبت دوم مرتبه جزئي مشتقات جمع صورت به لاپلاس عملگر دكارتي
تعميم قابل نيز ريماني خمينه هاي به مفهوم اين مي شود. محاسبه مختصاتي نگاشت
(R2, g) روي لاپلاس عملگر ما، بحث در نيست. ما اهداف از آن بررسي كه است

مي كنيم. تعريف قطبي مختصات به نسبت زير صورت به را

.∇2
g =

∂2

∂r2 +
f ′

f
∂
∂r +

1
f

∂2

∂θ2 −
1
f3

∂f
∂θ

∂
∂θ

تعريف در شده ظاهر hg := f ′

fs
جمله بتوانيم تا مي دهد ما به ابزاري زير گزاره

بزنيم. تخمين را لاپلاس عملگر

باشيم داشته اگر باشد، C2 تابع يك f : [a,∞) −→ (0,∞) اگر ۱ .۲ گزاره
خواهيم r > a هر براي آنگاه ،f ′

f (a) ≤
h′

h (a) همچنين و f ′′

f (r) ≤ h′′

h (r), r > a

داشت:

.f ′

f (r) ≤
h′

h (r)
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داشته اگر گوييم همساز تابعي را C2 كلاس از u : M → R تابع ۲ .۲ تعريف
∇2

gu = 0 باشيم

.∇2
g ≤ 0 اگر است فوق همساز* و ∇2

g ≥ 0 اگر است زيرهمساز* u تابع علاوه به

Rn روي دامنه يك را Rn اقليدسي فضاي از Ω باز مجموعه زير ۳ .۲ تعريف
باشد. همبند هرگاه گوييم

ندارد. دروني* مينيمم و ماكسيمم u همساز ثابت غير تابع كه مي دهيم نشان ادامه در
است. آمده [3] در آن برهان كه مي كنيم ثابت را ۲ .۱ قضيه منظور اين به

مانند نقطه اي آنگاه Ω دامنه روي ∇2
gu ≥ 0(≤ 0) باشيم داشته اگر ۲ .۲ گزاره

.u(y) = supΩ u (infΩ u) طوري كه به دارد وجود y ∈ Ω

∇2
gu ≥ 0(≤ 0) طوريكه به u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) باشيم داشته اگر ۳ .۲ گزاره

داشت خواهيم باشد كراندار Ω اگر صورت اين در Ω در

supΩ u = sup∂Ω u (infΩ u = inf∂Ω u) .

داريم: همساز u براي نتيجه در

inf∂Ω u ⩽ u(x) ⩽ sup∂Ω u, x ∈ Ω

f ∈ F2 و باشد F2 و F1 توابع فضاي بين بين نگاشتي ϕ اگر ۴ .۲ تعريف
ديفرانسيلي عملگر يك صورت اين در است. ϕ تحت u تصوير f كه طوري به
α = آن در كه است P (x,D) =

∑
|α|≤m aα(x)D

α فرم به خطي تركيب يك
|α| = α1 + α2 + · · · + αn و است انديس مرتب مجموعه يك (α1, α2, · · · , αn)

همچنين هستند. اقليدسي فضاي از Ω دامنه يك روي توابعي ها αα(x) همچنين
هر در كه هستند Rn روي ∂

∂xj
برداري ميدانهاي ها Dj كه Dα = Dα1

1 Dα2

2 · · ·Dαn
n

مي دهند. TpRn مماس فضاي براي پايه يك تشكيل نقطه
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ديفرانسيلي* عملگر حال

Lu = aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u, aij = aji

همچنين و است Rn در دامنه اي Ω آن در كه مي گيريم نظر C2(Ω) توابع روي را
. x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω

ماتريس هرگاه است بيضوي* L خطي ديفرانسيلي عملگر گوييم ۵ .۲ تعريف
كمترين ترتيب به Λ(x) و λ(x) اگر كه معنا اين به باشد. مثبت ماتريس يك [aij(x)]
ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn−{0} هر ازاي به [aij(x)] ماتريس ي ويژه مقدار بيشترين و

باشيم داشته باشند،

0 < λ(x)|ξ|2 ⩽ aij(x)ξiξj ⩽ Λ(x)|ξ|2

مي گوييم. بيضوي يكنواخت طور به را L باشد، كراندار Ω روي Λ/λ اگر همچنين
بيضوي ديفرانسيلي عملگر يك لاپلاس عملگر فوق، تعاريف طبق كه كنيد توجه
شرط همان Lu = 0(≤ 0,≥ 0) شرط باشد، لاپلاس عملگر همان L اگر و است.

است. بودن همساز) فوق يا همساز (زير همساز

و c = 0 آن در كه باشد بيضوي عملگر يك فوق تعريف با L اگر ۱ .۲ قضيه
(مينيمم) ماكسيمم u اگر آنگاه u؛ مانند C2 تابع يك براي Ω دامنه در Lu ⩾ 0(⩽ 0)

در باشد، كراندار c/λ و c ≤ 0 اگر و است. ثابت u كند، اختيار Ω درون را خود
باشد، داشته Ω درون نامثبت) (مينيمم نامنفي ماكسيمم مقدار نميتواند u صورت اين

باشد. ثابت آنكه مگر

داخلي ضرب به مجهز R2 و باشد R2 در كراندار دامنه يك Ω اگر ۱ .۲ نتيجه
عضو u : Ω̄ −→ R اگر صورت اين در باشد، آن توسط شده القا ريماني متريك و g

باشد: C2(Ω) ∩ C(Ω̄)

است. ثابت u باشد، مينيمم داراي Ω درون u و ∇2
gu ≥ 0 اگر -۱

است. ثابت u باشد ماكسيمم داراي Ω درون u و ∇2
gu ≥ 0(≥ 0) اگر -۲
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كراندار همساز توابع ۳ .۲
كراندار، همساز توابع بودن ثابت با رابطه در بخش اين اصلي نتيجه بيان از پيش
تعريف زير صورت به ريماني رويه يك روي v هموار تابع يك براي را M(v; r)

مي كنيم

.M(v; r) = supθ∈[0,2π) |v(r, θ)|

كنيم ثابت را زير قضيه مي توانيم حال

z : و باشد R2 روي متريك يك g = dr2 + f(r, θ)2dθ2 اگر ۲ .۲ قضيه
باشيم داشته طوري كه به باشد C2 تابعي (a,∞) −→ (0,∞)

limr→a+ z(r) = 0, -۱
limr→a+ z′(r) > 0 -۲

باشيم داشته بزرگ كافي قدر به هاي r براي اگر صورت اين در

Kg(r, θ) ≥ −z′′

z (r)

شرط در كه زيرهمسازي تابع هر آنگاه

lim infr→∞
M(u;r)
h(r) = 0

است. ثابت كند، صدق

باشد، C2 نگاشت يك z : (a,∞) −→ (0,∞) اگر كه بگيريد نظر در ابتدا . برهان
تابع براي آنگاه α > a اگر كه دهيم نشان مستقيم محاسبات با مي توانيم

h(r) =
∫ r
α

1
z(σ)dσ

داريم

.d2hdr2 + z′(r)
z(r)

dh
dr = 0

متريك به نسبت h داخلي ضرب و همساز تابع تعريف طبق عبارتي به يا
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،g0 = dr2 + z(r)2dθ2

a ≥ 0 شعاع به باز گوي متمم روي z كه كنيد توجه علاوه به است. همساز تابعي
و limr→a+ z(r) = 0 داريم z فرض طبق كه آنجا از حال است. شده تعريف
روي متريك يك g = dr2 + (f(r, θ))2dθ2 اگر صورت اين در ،limr→a+ z′(r) > 0

.∇2
gh ≤ 0 آنگاه Kg(r, θ) ≥ −z′′

z (r) كه طوري به باشد، R2

limr→a+
z′

z (r) = ∞ داريم گرفتيم نظر در z براي كه شروطي به توجه با واقع در
.f ′

f (a0) ≤ z′

z (a0) گفت مي توان a به نزديك كافي قدر به هاي a0 براي نتيجه در پس
r > a هر براي گزاره طبق و است برقرار ۱ .۳ گزاره مفروضات صورت اين در

داشت خواهيم
f ′

f (r) ≤
z′

z (r)

نتيجه در و

∆gh = d2h
dr2 + f ′

f
dh
dr = d2h

dr2 + f ′

f
1
z ≤

d2h
dr2 + z′

z
dh
dr = 0.

دلخواه و ثابت δ > 0 براي r ≥ R1 براي كه بگيريد نظر در طوري را R1 > 0 حال
كنيد تعريف

wδ,η = u− δh(r)−M (u;R1)

باز گوي هاي مرز روي طوري كه به است موجود R2 > R1 فرض طبق طرفي از
نتيجه در ∇2wδ,η ≥ 0 كه آنجا از .wδ,η ≤ 0 باشيم داشته ∂BR2

(0, 0) و ∂BR1
(0, 0)

آنجا از . wδ,η ≤ 0 ، A = {(x, y) ∈ R2|R1 < ||x|| < R2 حلقه روي ۱ .۲ قضيه ي
داريم p ∈ A هر براي باشد كوچك كافي مقدار به مي تواند δ > 0 كه

|u(P )| ≤M (u;R1)

.BR2
(0, 0) باز گوي درون |u(P )| ≤M (u;R1) عبارتي به يا

پس مي كند اتخاذ BR2
(0, 0) درون در را خود ماكسيمم u چون ۱ .۱ نتيجه طبق پس

است. برقرار حكم بود، دلخواه R2 كه آنجا از است. ثابت R2 درون u

مي باشد. فوق قضيه مستقيم نتيجه زير گزاره
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r0 ≥ 1 براي طوري  كه به باشد رويه يك روي همساز تابع يك u اگر ۲ .۲ نتيجه
باشيم داشته اگر و كند؛ صدق Kg ≥ − 1

r2 log r نامساوي در آن Kg خميدگي

lim infr→∞
M(u;r)
log log r = 0

است. ثابت باشد، كراندار u اگر ويژه به است. ثابت u آن گاه

كنيد تعريف r ≥0 براي . برهان

z(r) = r log
(

r
r0

)
داريم R0 ≥ 1 كه آنجا از

−z′′

z = − 1

r2 log
(

r
r0

) ≤ − 1
r2 log r ≤ Kg

دهيم قرار اگر پس limr→r+0
z′

z (r) = +∞ طرفي از و

h(r) =
∫ r
e·r0

1
z(σ)dσ = log log

(
r
r0

)
چون طرفي از . ∇2h ≤ 0 ۳ .۱، گزاره طبق

lim infr→∞ log log = r
r0
lim infr→∞ log log(r)

داريم فرض طبق آنگاه

lim infr→∞
M(u;r)
h(r) = 0

است. ثابت u ۲ .۲ قضيه طبق و
شكاف* قضيه ۴ .۲

خميدگي با ريماني رويه هاي بر شكاف قضيه اثبات بخش، اين در ما اصلي هدف
بپردازيم، قضيه اين برهان و صورت بيان به آنكه از پيش است. ناصفر گاوسي

مي كنيم. يادآوري مختلط آناليز از را مفاهيمي

حد گاه هر گوييم پذير مشتق z0 ∈ C نقطه در را f مختلط تابع ۶ .۲ تعريف
باشد موجود زير
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f ′ (z0) = limz→z0
f(z)−f(z0)

z−z0

مي ناميم. z0 در f مشتق را f ′ صورت اين در

z0 ∈ U هر روي f هرگاه گوييم تحليلي* U روي را f مختلط تابع ۷ .۲ تعريف
باشد. مشتق پذير

هرگاه گوييم كراندار* را f مختلط تابع ۸ .۲ تعريف

∃M ∈ R st |f(x)| ≤M ∀x ∈ C

آن، مهم نتايج از و است معروف كشي* تخمين قضيه به مختلط آناليز در زير قضيه
برهان مي كنيم. ذكر اينجا در را قضيه دو اين صورت ما كه است ليوويل* قضيه

بيابيد. [2] در مي توانيد را قضيه دو اين

B (z∗, R) بسته گوي همسايگي يك روي تحليلي تابع يك f اگر ۳ .۲ قضيه
كنيم تعريف اگر باشد،

MR := max
{
|f(z)| : |z − z∗| = R

}
. (<∞)

داشت خواهيم f∣∣∣آنگاه (n) (z∗)∣∣∣ ≤ n!MR

Rn

است. ثابت ،C روي تحليلي و كراندار تابع هر ۴ .۲ قضيه

قدر به هاي |z| براي اگر باشد، C روي تحليلي تابع يك f(z) اگر ۴ .۲ گزاره
f صورت اين در ثابت، K يك ازاي به |f(z)| ≤ k|z|n باشيم داشته بزرگ كافي

است. n حداكثر درجه از جمله اي چند يك

شعاع كه است 0 حول تواني* سري يك با برابر است، تحليلي f كه آنجا از . برهان
يعني است. آن تيلر* سري با برابر و است ∞ آن همگرايي*

۲۱



f(z) =
∑∞

n=0
f (n)(0)

n! zn

داريم |z| = R براي كشي تخمين طبق |f(z)| ≤ k|z|m كه آنجا از f∣∣∣و (n)(0)∣∣∣ ≤ n!k|z|m
Rn

چند يك f نتيجه در
∣∣∣f (n)∣∣∣ = 0 كه ديد خواهيم R → ∞ دهيم قرار n > m براي

است. ≤ m درجه از جمله اي

طوري كه به باشد تحليلي تابع يك f اگر كه مي دهد نشان ۴ .۲ گزاره

|f(z)| ≤ C|z|k +B (۱ .۲)

مشاهده اين طبق است. n حداكثر درجه از چندجمله اي يك f صورت اين در ،
مقطعي رشد همساز، توابع نتيجه در و تحليلي توابع كه بگيريم نتيجه مي توانيم
درجه از f تحليلي تابع نتيجه در k < 2 دهيم قرار (۱،۲) در اگر مثال طور به دارند.

است. خطي رشد
است زير قضيه اثبات بخش اين در ما هدف

صورتي به بگيريد نظر در g = dr2 + f(r, θ)2dθ2 متريك با را R2 ۵ .۲ قضيه
Kg(r, θ) = −f ′′(r,θ)

f(r,θ) ≥ 0 باشيم داشته يعني باشد؛ نامنفي آن گاوسي خميدگي كه
هر براي اگر صورت اين در باشد. همساز تابع يك u : M −→ R دهيد قرار حال

باشيم داشته δ > 0

lim infr→∞
M(u;r)
r1+δ = 0

رشد درجه از u يعني .|u(r, θ)| ≤ Cr كه طوري به دارد وجود C > 0 ثابت آنگاه
است. خطي

اين مي كنيم. مطرح اثبات بدون را يائو* تخمين قضيه ۳ .۲ قضيه برهان بيان از پيش
روي كه است تحليلي توابع گراديان براي كشي، تخمين از اساسي تعميم يك قضيه

شده اند. تعريف مختلط صفحه از بازي مجموعه زير
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با R2 روي مثبت همساز تابع يك u : Ω ⊂ R2 −→ R كنيد فرض ۶ .۲ قضيه
هر براي صورت اين در است. نامنفي آن گاوسي خميدگي كه باشد ريماني متريك

داريم Ω درون r شعاع به باز گوي

|∇ log |u |≤ C
r

است. زير شرح به يائو تخمين قضيه مستقيم نتيجه يك

R2 روي مثبت همساز تابع يك u : Ω ⊂ R2 −→ R كنيد فرض ۳ .۲ نتيجه
كنيد فرض علاوه به است نامنفي آن گاوسي خميدگي كه باشد ريماني متريك با

داريم δ > 0 يك براي

lim infr→∞
M(u;r)
r1+δ = 0

باز گوي روي ،rδ,k براي كه دارد وجود rδ,k → ∞ دنباله يك صورت اين در
باشيم داشته B

(
rδ,k

)
|∇u| ≤ rδδ,k

ابتدا منظور اين به بپردازيم. قضيه ضعيف تر صورت برهان بيان به مي توانيم حال
تساوي

مي كنيم معرفي را
1
2∇

2|∇u|2 = |Hessu|2 + g(∇∆u,∇u) +Kgg(∇u,∇u)

تساوي طبق صورت اين در Kg ≥ 0 و باشد همساز تابع يك u اگر حال
كنيم: فرض حال است. زيرهمساز |∇u|2

.lim infr→∞
M(u;r)

r
√
log r

= 0

يائو تخمين طبق آن گاه

.lim infr→∞
M(|∇u|2;r)

log r = 0
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از بايد u پس است. ثابت |∇u|2 Z(r) = r ازاي به ۲ .۲ قضيه طبق نتيجه در و
باشد. خطي رشد درجه

داريم: ريماني رويه روي u همساز تابع هر براي . ۵ .۲ گزاره

∆ log
(
1 + |∇u|2

)
=

2|Hessu|2 + 2Kg|∇u|2
(
1 + |∇u|2

)(
1 + |∇u|2

)2 (۲ .۲)

مي گيريم. نظر در M رويه روي p نقطه حول (e1, e2) مثل موضعي قاب يك . برهان
صورت اين در است. ei برش به نسبت كواريانت مشتق i انديس از منظورمان و

)داريم
log

(
1 + |∇u|2

))
jj

=

(
2

1 + |∇u|2
uijui

)
j

=− 4(
1 + |∇u|2

)2uijukjuiuk
+

2

1 + |∇u|2
uijuij +

2

1 + |∇u|2
uijjui

برابر uijukjuiuk طرفي از

u211u
2
1 + 2u12u11u1u2 + u212u

2
2 + u222u

2
2 + 2u21u22u1u2 + u221u

2
1

كه آنجا از و است.

u11 = −u22

u21 = u21

پس

uijukjuiuk = u211u
2
1 + u212u

2
2 + u222u

2
2 + u221u

2
1

داريم u11u2 = −u22u2 و u11u1 = −u22u1 چون و

u222|∇u|2 = u211u
2
1 + u222u

2
2 و u211|∇u|2 = u211u

2
1 + u222u

2
2
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)پس
u211 + u222

)
|∇u|2 = 2

(
u211u

2
1 + u222u

2
2

)
نتيجه در كه

− 4

(1+|∇u|2)
2uijukjuiuk +

2
1+|∇u|2uijuij =

2uijuij

(1+|∇u|2)
2

داريم ريچي نامساوي طبق طرفي از

∆uj = (∆u)j +Rijui

Rij = ريماني رويه هاي حالت در است. خمينه متريك ريچي تنسور Rij آن در كه
داريم حال است. گاوسي خميدگي kg كه Kggij

2
1+|∇u|2uijjui =

2
1+|∇u|2Rkiukui =

2Kg|∇u|2
1+|∇u|2

مي پردازيم. ۳ .۲ قضيه اثبات به حال

دهيم قرار اگر حال است. همساز زير log
(
1 + |∇u|2

) ،۲ .۲ تساوي طبق . برهان
: δ > 0

.lim infr→∞
M(u;r)
r1+δ = 0

كه طوري به دارد وجود rδ,k →∞ مانند دنباله اي ۳ .۲ نتيجه طبق صورت اين در

log
(
1 + |∇u|2

)
≤ log rδδ,k

بود دلخواه δ > 0 كه آنجا از

.lim infr→∞
M

(
log(1+|∇u|2),r

)
log r = 0

است. ثابت ∇u معادلا يا است ثابت log (1 + |∇u|2) ۲ .۲ قضيه طبق مجدد پس
كه طوري به است موجود C يك يعني است. خطي رشد درجه از u پس

|u(r, θ)| ≤ Cr

۲۵



كتاب نامه

[1] Cortissoz, J.C.A note on harmonic functions on surfaces, Amer. Math. Monthly

123(9) (November 2016) 884-893.

[2] Gamelin, T. Complex analysis. Springer Science & Business Media, 2003.

[3] Gilbarg, D., and Trudinger, N.S.’Elliptic Partial Differential Equations of Second

Order. Reprint of the 1998 edition. Classics in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin,

2001.

[4] Lee JM. Introduction to Riemannian manifolds. Springer International Publish-

ing; 2018.

[5] Protter, M.H., and Weinberger, H.F.Maximum Principles in Differential Equa-

tions. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1967.

[6]Tu, W. An introduction to manifolds Springer-Verlag, New York,2011.



واژه نامه

vector calculus برداري حسابان
tangent spaces مماس فضاي
Leibniz rule لايبنيتز قاعده
vector field برداري ميدان
dual space دوگان فضاي
cotangent space كتانژانت فضاي
differential 1-form ديفرانسيل ۱-فرم
dual basis دوگان پايه
topological space توپولوژيك فضاي
chart چارت
inner product space داخلي ضرب فضاي
norm function نرم تابع
riemannian metric ريماني متريك
tangent bundle مماس كلاف
cotangent bundle كتانژانت كلاف



smooth section هموار برش
smooth frame هموار قاب
connection اتصال
affine connection آفين اتصال
covariant derivative كواريانت مشتق
symmetric تقارني
metric compatible متريك با سازگار
Levi-Civita لوي چيويتا
Lie bracket لي براكت
Hessian هسين
2-tensor field ۲-تنسور ميدان
local frame موضعي قاب
christoffel symbols كريستوفل ضرايب
polar coordinates قطبي مختصات
chain rule زنجيري قاعده
canonical isomorphism كانوني ايزومورفيسم
riemmanian surface ريماني رويه
intrinsic ذاتي
gaussian curvature گاوسي خميدگي
gradient field گراديان ميدان
laplace operator لاپلاس عملگر
divergence ديورژانس
Harmonic همساز
subharmonic زيرهمساز
superharmonic همساز فوق
domain دامنه
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interior دروني
differential operator ديفرانسيلي عملگر
elliptic بيضوي
gap theorem شكاف قضيه
order مرتبه
holomorphic تحليلي
bounded كراندار
caushy estimate كشي تخمين
lioville theorem ليوويل قضيه
power series تواني سري
Taylor series تيلر سري
Yau’s estimate يائو تخمين
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